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     设G ＝ ))(),(( GEGV 是一个有限简单无向图。若 ),(GVS ⊆ 且 SG −  是无圈
图，则称 S 为G  的一个消圈集。阶数最小的消圈集称为最小消圈集。图G 的消
圈数就是图G  的最小消圈集的阶数，并记为 )(Gφ 。换句话说，图G 的消圈数
)(Gφ 是指G 中至少要删去的点数，使得余下顶点的导出子图不含圈。 
     本文主要研究若干乘积图的消圈数,由以下三章构成： 
第一章介绍消圈数问题的一些背景知识及相关的概念、记号和已知结果。 
第二章研究完全图及笛卡尔乘积图的消圈数，确定了 tK □T 、 tK □ nC 、 tK
□ nK 、 tK □ nmK , 的消圈数。 
第三章研究路和圈的叉积图 nm CP × 的消圈数。主要结果为： 
1．对一般的路 mP  和圈 nC ，得到了 nm CP × 的消圈数的一个紧的下界。 























Let G ＝ ))(),(( GEGV  be a finite, simple, undirected graph. If 
)(GVS ⊆  and SG −  is acyclic, then S is said to be a decycling set of 
G . The decycling number of G , denoted by )(Gφ , is defined to be the 
cardinality of a minimum decycling set of G , i.e., the minimum number 
of vertices that must be removed in order to eliminate all the cycles in 
G . 
In this paper, we discuss the decycling numbers of some product graphs. 
In Chapter 1, we introduce some notions, notations and some known results 
related to the decycling problem.  
Chapter 2 discusses the decycling number of Cartesian product graph 
tK □G . More specifically, the decycling numbers of tK □T , tK □ nC , 
tK □ nK  and tK □ nmK ,  are determined, respectively. 
In Chapter 3, we study the decycling number of the cross product 
nm CP ×  of a path and a cycle. The main results are as follows:  
1. For an arbitrary path mP  and an arbitrary cycle nC , a sharp lower 
bound of the decycling number of nm CP ×  is established. 
2. For some special path mP  and cycle nC , the decycling numbers of 
nm CP ×  are determined . 


















第一章  引言 
本文所考虑的图均为有限简单无向图，用G ＝ ))(),(( GEGV 来表示。若
),(GVS ⊆ 且 SG −  是无圈图，则称 S 为G  的一个消圈集。阶数最小的消圈集
称为最小消圈集。图G 的消圈数就是图G  的最小消圈集的阶数，并记为 )(Gφ 。 
众所周知，一个给定的图G ，要消去G  中所有的圈，须去掉边的最小数
目被称为图的圈秩，记作 )(Gρ ，且 ωρ +−= )()()( GVGEG ，其中ω  表示图的
连通分支数。在本文中，我们考虑相应的问题：用去掉顶点的方式消去图中所有
的圈的问题。由消圈数的定义不难看出，图G  中至少要删去 )(Gφ  个顶点，才
能使余下顶点的导出子图不含圈。若用 )(GI  记图G  最大阶导出森林的阶数,则
找到了图的最大阶的导出森林就等价于确定了图的消圈数,且 GGGI =+ )()( φ 。




























    以下我们用 )(Gα  与 )(Gβ  分别表示图G  的独立数、覆盖数。用 tK  表示
阶为 t的完全图，用 nmK ,  表示阶为 nm +  的完全二部图，用 nK ,1  表示阶为 1+n
的星图。  
     下面的结论是显然的。 0)( =Gφ 的充要条件是G  是森林； 1)( =Gφ 充要条
件是G  至少有一个圈且G  中所有的圈有一个公共的顶点；完全图 tK  满足
2)( −= tKtφ ； { }1,1min)( , −−= nmK nmφ ；G  为 Petersen 图时， 3)( =Gφ 。 
引理 ]5[1.1  设 G  是一个有 G  条边、G  个顶点的连通图，且具有不增加


















定理 ]5[3.1  若G  与H  是同胚图，则 )()( HG φφ = . 
定理 ]5[4.1  若G  是任意非零图，则 1)()( −≤ GG βφ . 
引理 ]22[5.1  若 )()()(,)()(,, 212121 GGGGVGVGGGG φφφφ +≥=∩⊆⊆ 则且 . 
 
 
















第二章  笛卡尔乘积图 
               §2.1  预备知识 
定义 ]5[1.1.2 ：设 ),( 111 EVG =  与 ),( 222 EVG =  是两个图， 1G  与 2G  的笛卡
尔乘积图(Cartesian Product)定义为： 
1G □ 2G ＝ ),( EV ，其中 { }2121 ,),( VvVuvuVVV jiji ∈∈∀=×=  且 
{ }22121121212211 ),(;),()),(),,(( EvvuuEuuvvvuvuE ∈=∈== 且或且 . 
依笛卡尔乘积图定义，可知 1G □ 2G 与 2G □ 1G 同构 ，于是推出下面引理。 
引理 ]22[1.1.2  (φ 1G □ 2G ）＝ (φ 2G □ 1G ）. 
定理 ]5[2.1.2  设G  是任意的图，则 2()(2 KG φφ ≤ □ )()() GGG βφ +≤ . 





2) nmmnPn . 
定理 ]5[4.1.2  当 4≥n 时,  










3) nPn ； 







⎢= nnPn ； 





5) nPn ；    (φ 7P □ 12) −= nPn . 


























































把这样的图称为 tK □G 的简图),如图2.1.1(还有13条边未画出来的 3K □ 4K 的
简图)。设 1G  和 2G  是两个图且 { }muuuGV ,,,)( 211 L= ， { }nvvvGV ,,,)( 212 L= 。
我们称笛卡尔乘积图 1G □ 2G  中由点集 { }),(,),,(),,( 21 niii vuvuvu L （或
{ }),(,),,(),,( 21 imii vuvuvu L ）导出的子图为 2G （或 1G ）的第 i个拷贝，并记为 iG2
（或 iG1 ）。同时 1G □ 2G  中的点 ),( ji vu  将简记为 jiv , ,如图 2.1.1 中较大的黑点
用 3,2v  来表示。若 2G  中的点 iv  与 jv  相邻,则称
iG1  与
jG1  相邻。相应的若 1G  
中的点 iu  与 ju  相邻，则称
iG2  与
jG2  相邻。在 1G □ 2G  的消圈集中的点,我们
用较大的的黑点“•”来表示。当 1G □ 2G  的消圈集的阶数较大时，我们用小空




(图 2.1.1 3K □ 4K  的简图) 
§2.2  主要结论  
























证明：当 t = 1 时， 1(Kφ □ 0)() == TT φ  
现设 t = 2 且 S 是它的一个最小消圈集。设 ∗S  为 S 在 T  的第一个拷贝
1T  上的‘投影’，即： { }SvSvvS jjj ∈∈=∗ 211 或 。对任一 )(),( TEvv ji ∈ ，
















),( 22 ji vv  至少有一条被 S 覆盖。这说明
∗S  是 1T  的一个覆盖，由此 
            2(Kφ □ )() TSST β≥≥=
∗ 。 
另一方面，注意到 1T  的任何一个覆盖也一定是 2K □T  的一个消圈集。由此，




(图 2.2.1  2K □T  其中 6)( =TV ） 
下设 t ≥ 3 。易见 tK □T  中 tK  的任何一个拷贝与消圈集有至少 2−t  个
公共点。因此， tK(φ □ )()2() TVtT −≥ 。下面对 )(TV 归纳： 
当 )(TV  = 1 时， tK(φ □ 2)() −== tKT tφ ，结论成立。假设 )(TV  = n 时， 
tK(φ □ )2()()2() −=−= tTVtnT ，结论成立。现设 )(TV  = n＋1 。 
     任取 tK  的对应于 T 的一个一度点 v  的拷贝，不妨设它是第一个拷贝
1
tK 。
则 tK □T －
1
tK ＝ tK □ )( vT − 。由归纳假设， 
              tK(φ □T －
1
tK )= tK(φ □ )( vT − )= nt )2( − 。 




tK  相邻的那个 tK 的
拷贝，不妨设是 2tK ，与 S 至少有 2−t  个公共点。换言之，
2
tK  至多有两个点
不在 S 中。若 2tK  恰有两个点 ji vv 22 ,  不在 S 中，令 { }kit vvKVW 111 ,\)(= ，其中
jik ,≠ 。易验证 WS ∪  是 tK □T 的一个消圈集且 )1)(2( +−=∪ ntWS 。若
2
tK 中












































































































































证明：当 t = 1 时， 1(Kφ □ nC ）＝ 1)( =nCφ 。 
现设 t = 2 ：   
























＋ 1 的 消 圈 集
{ }为偶数－ nvvvv nn ,21,13,11,1 ,,, L （如图 2.2.2  2K □ 8C ）。 
          






































 的 消 圈 集
{ }为奇数nvvvv nn ,22,13,11,1 ,,, −L （如图 2.2.3 2K □ 7C ）。 
 
 
（图 2.2.3 2K □ 7C ） 
     综上,当 t = 2 时定理得证。 
下设 t ≥  3 。一方面 tK □ nC  中有 n 列不相交的 tK 的拷贝，则 tK(φ □
)2() −≥ tnCn 。另一方面，每列 tK  的拷贝所含的圈消完后余点有 2个，余点取
法如下：         
情况 1  当 )1mod(1 −≠ tn 时,第 
          khtj +−= )1( ),10,,0( ZktkZhh ∈−≤≤∈≥  
列取余点为 khtkv +− )1(, 、 khtkv +−+ )1(,1  . 
情况 2  当 )1mod(1 −≡ tn  时，除第n  列的余点取为 nv ,2 、 nv ,3  外，余下n
－1 列中的第 
khtq +−= )1( ),10,,0( ZktkZhh ∈−≤≤∈≥  
列取余点为 khtkv +− )1(, 、 khtkv +−+ )1(,1  . 
综上,当 t ≥  3 时，以上二种取法得到的所有余点导出图皆不含圈，所以
















                 
                 ( 图 2.2.4 5K □ )9的简图C  























       
证明： 当 t = n  = 1 时， 1(Kφ □ 0)() 11 == KK φ 。 
     现设 t = n  ≥  2。首先当 t = n  = 2 时， 2(Kφ □ 2K ）＝ 1)( 4 =Cφ 。其次 
当 t = n  ≥  3  时，一方面在 tK □ tK  中有 t  行不相交的 tK 的拷贝，则 tK(φ □
)2() −≥ ttKt 。但在同一行及同一列的任意两点都是相邻的，由此得到一个含 2 t
个点及 2 t 条边的余点导出子图，因而一定含有圈，这说明 tK(φ □ )2() −> ttKt 。
另一方面，在 tK □ tK  中存在一个阶为 2 t－1 的余点集： 
{ }tmvvvvvvv ttttmmmm ≤≤−− 2,,,,,,, ,1,,1,2,21,21,1 LL （如图 2.2.5），所以 tK(φ □
1)2() +−= ttKt 。 
                       
(图 2.2.5 6K □ 6K 的简图) 
下设 t > n  ≥  1。首先当 n  = 1 时， tK(φ □ 2)()1 −== tKK tφ 。其次当 1>n
时，一方面 tK □ nK  中共有 n  列不相交的 tK 的拷贝，则 tK(φ □ )2() −≥ tnK n 。
















{ }nnnn vvvvvv ,1,2,32,21,21,1 ,,,,,, +L 时，余点形成一条 Hamilton 路。所以 tK(φ □
)2() −= tnKn  (如图 2.2.6 8K □ 6K  的简图)。   
 
      
 
(图 2.2.6  8K □ 6K 的简图) 












































    
证明：当 t = 1 时， 1(Kφ □ { }1,1min)() ,, −−== nmKK nmnm φ 。                         
     现设 t = 2 ： 
情况 1   当 { } 1,min =nm  时，不妨设 1=m ，则 2(Kφ □ 1)11(21),1 +−==nK  
（依推论 2.2.2 可得）。 
     情况 2   当 { } 1,min >nm  时，不妨设 { } 1,min >= mnm 。一方面， 2K □ nmK ,  
中存在一个阶为 1)1(2 +−m  （ 2K □ nmK ,  中有 2 行不相交的 nmK ,  的拷贝，则
2(Kφ □ { } )1(21,1min2), −=−−≥ mnmK nm 。）的消圈集： 
{ }11,1,,,,;,,,,, )1(,2,21,2,1,12,11,1 −≤≤≤≤− mtmkvvvvvvv mtmk LLLL 。另一方面，此
消圈集的阶数最小。事实上此时的余点导出子图为阶数最大的一颗树，假如在此
消圈集中还可以再减少某一个顶点，且由于这个顶点的度至少为 1>≥ mn ，则使
得增加一个点后的余点导出子图的边数不少于顶点数，于是余点导出子图含有
圈，矛盾。如图 2.2.7 2K □ 5,4K  的简图(图中较大的的黑点“•”表示消圈集
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